El Método Simplex mediante KPress-Calc

1. Consideraciones iniciales

En un sistema de n ecuaciones con m incognitas
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1. Diremos que una solucién (s1,- -, S;,) €s positiva, si ninguno de sus coeficientes s; < 0. El conjunto de

soluciones positivas, si no es vacio, forma un hiperpoliedro o simplex. Dicho conjunto es convexo, es decir,
cualquier segmento cuyos extremos estén en el simplex, estd contenido en el simplex.

2. Diremos que una solucién positiva § es bdsica, si el nimero de coeficientes nulos es mayor o igual que la
dimension del subespacio de soluciones del problema homogéneo £A = 0.

#{ils; =0} >m —rg(A) =k
Las soluciones béasicas son los vértices del simplex.

3. Diremos que el sistema &, hq, ..., h; formado por una solucién positiva bésica y una base del subespacio
de soluciones del problema homogéneo A = 0, es una forma candnica si para cada vector h; existe una
componente j tal que

(1) hlj:O,hgj:(),..., h’ij:]-a"'7hkj:0

b) Sj =0
Desde el punto de vista geométrico, las aristas que contienen al vértice s son segmentos contenidos en las
semirectas
S+ Ah;con A >0
Una iteracién del algoritmo simplex toma como entrada una forma candnica S, hq,...,hx y la funcién lineal
f:R™ — R a optimizar. Entonces, o bien detecta que § es una solucién éptima, o bien que no existe solucién
optima, o bien genera otra forma candnica s, h/1, ..., h'} tal que

1) = £(5)
En este tltimo caso, si #{i|s(i) = 0} = k estd garantizado que f(s') > f(5), es decir, se mejora la solucién. Sin
embargo cuando #{i|s(i) = 0} > k, puede ocurrir que f(s') = f(5) (caso degenerado).

Desde un punto de vista geométrico, en la iteracion se pasa de un vértice del simplex a otro de una misma
arista.

Como el algoritmo nunca se sale del conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones LA = b, basta conocer f
sobre dicho conjunto. Por ello el modo de manejar f, en nuestra implementacién, es extender cada vector de
la forma candnica, con una componente adicional con su propia imagen mediante f.

(F(3)ss15-,8m)s (F(R) s hats - ham)s ooy (F(RE)s Bty =+ s o)

Al sistema resultante lo llamaremos forma candnica extendida'. Por ello, en nuestras iteraciones, se tomars como
entrada una forma candnica extendida, y como salida se generara también una forma canodnica extendida.

1Obsérvese, que por ser f lineal, la extensién de la suma es la suma de las extensiones y la extensién del producto por un
escalar, es el producto por el escalar de la extensién.



2. Implementacion del algoritmo

En primer lugar cargamos la librerfa de matrices (KPLib_Matrix.evl). Se trata de un fichero normal de
procedimiento, generado por el usuario, donde se han definido diferentes funciones que nos permiten operar
con vectores y matrices.

load(apppath & "\KPLib_Matrix.evl");

En esta libreria, representamos los vectores mediante listas. Por ejemplo (1, %, -3, 7) esta representado mediante
[1,2/3,-3,7]

Asimismo, representamos las matrices, mediante listas de listas. Por ejemplo

5 1.0 %
-1 0 0 1

se representa con la lista de listas [[5,1,0,1/3],[-1,0,0,1]].

2.1. Los vértices adyacentes

Dado f_il de una forma canénica S, Hl, . Ek, el primer problema es determinar el otro vértice contenido en
la semirecta §+ Ah; con A > 0. Por ser el simplex convexo, a partir dicho punto las soluciones dejan de ser
positivas. Por ejemplo 5 — X - 3 se hace negativo si A > % En el caso de dos vectores hay que realizar este

calculo en cada componente y tomar la menor de las cotas.

La funcién maxCoef (1,H,S) toma como argumentos a un vector H de la forma candnica y al vector S (la solucién
positiva bésica), y genera una lista [t,nq,...,n,] donde

1. t es la cota a partir de la cual S+t*H deja de ser positiva.

2. ni,...,n,; son las coordenadas mayores que cero en S que se hacen cero en S+t*H
Por ejemplo: maxCoef (1, [1,0,-3,2,-3,-1],[0,0,5,1,5,2]) — [5/3,3,5] ya que
(0,0,5,1,5,2]1+5/3%[1,0,-3,2,-3,-1]= [56/3,0,0,13/3,0,1/3]

Si ¢ no existe (es decir, para cualquier valor positivo de ¢, S+t*H es positivo), entonces maxCoef (1,H,S) devuelve
una lista de la forma [infty,nq--- 1.

maxCoef (N, [0|Hr], [SISr]) cotaMin([infty,N] ,maxCoef (N+1,Hr,Sr));

maxCoef (N, [H|Hr], [SISr]) cotaMin([infty,N] ,maxCoef (N+1,Hr,Sr)) <== O<H;
maxCoef (N, [H|Hr], [S|Sr]) := cotaMin([-S/H,N],maxCoef (N+1,Hr,Sr));

maxCoef (N, [1,[1) := [infty,N];

cotaMin([infty,N], [infty|V]) := [infty,N|V];

cotaMin([infty,N], [XIV]) := [XIV];

cotaMin([X,N], [infty|V]) := [X,N];

cotaMin([X,N],[Y|V]) := if X<Y then [X,N] else if Y<X then [Y|V] else [X,N]|V];



2.2. Un vértice adyacente 6ptimo

Habiendo determinado los vértices adyacentes a uno dado, el siguiente problema es elegir aﬂquel en el que toma
valor maximo la funcién lineal f a optimizar. Es decir, si los vértices adyacentes son §+t1hq,...,5+tghy, hay
que escoger

max{f(5) + t. f(h) ..., (&) + trf(he)}

Recordemos que en nuestra implementacién trabajamos con una forma canoénica extendida, es decir, con una
matriz (lista de listas) de la forma

CLA(IE, L ()R], ooy [f (i) gl ]

La funcién bestRow(1,BaseHomExt,SolExt) determina el mejor o mejores vértices segun el criterio de ma-
ximizar la funcién lineal (podria adoptarse otro: el maximo dentro de los no degenerados). Los pardmetros
son

BaseHomExt = [[f(h1)lh], ... , [f(hw)lhi]] (base
extendida de la ecuacién homogénea).

SolExt = [f(8)15] (el vértice extendido del simplex).

Devuelve infty si no hay 6ptimo (cuando en alguna de las aristas del simplex f se hace tan grande como
queramos), [] si SolExt es el vértice éptimo, y en el otro caso, una lista de gandidatos a mejor vértice” que
tiene la siguiente estructura:

[[A,sum(t1*£ila(iy)),nin---1, ... [A,sum(f*£ila(iy)) ,npq -+ 1]
La [A,sum({*fila(i)),ny ... ] significa que el vértice que se obtiene mediante la expresién §+ th; verifica
que f(§+ th;) = A+ f(5) y se anula en las posiciones nq,.... Cuando en una lista de ¢andidatos a mejor

vértice.?parecen mas de uno, el valor de A es igual para todos ellos.

Observacién: Al invocar maxCoef (2,H,S), las columnas se numeran de 2 en adelante, asi tenemos en cuenta
que la primera columna de la matriz de la forma candnica extendida es

1)
1)

f(hi)

bestRow(I, [[O|H] IRHe],Se) := bestRow(I+1,RHe,Se);
bestRow(I, [[Fh|H] |IRHe],Se) := bestRow(I+1,RHe,Se) <== Fh < 0;
bestRow (I, [[Fh|H] |RHe], [Fs|S]) :=
best (I,Fh,maxCoef (2,H,S) ,bestRow(I+1,RHe, [Fs|S]));
bestRow (I, [],Se):= [];

best(I,Fh, [infty|V],B) := infty;

best(I,Fh, [TIN],infty) := infty;

best (I,Fh, [TIN],[1) := [[T*Fh,sum(T*fila(I))IN]];

best(I,Fh, [TIN],[[DIRD]|IR]) := if T*Fh < D then [[D|RD]|R]
else if D < T*Fh then [[T*Fh,sum(T*fila(I)) |N]]
else [[T*Fh,sum(T*fila(I))|N], [DIRD]IR];



2.3. La siguiente forma canénica extendida

Una vez elegido al mejor candidato, el problema es generar una nueva forma canénica extendida que lo contenga.
Supongamos que el mejor candidato es §+ th; donde se anula la coordenada col — 1, es decir,

Scol—1 > 0 Y Scol-1*t t- hicol—l =0
Nuestra implementacién genera la nueva forma candnica en dos pasos:

—

1. Colocamos h; como primer vector de la base, es decir, construimos la lista [§, h; , h1 ,..., hi_1
shit1 »..., hil...bueno realmente lo hacemos con los vectores extendidos:

M= [[f(I5], [f(h)Ih] o [f(h1)IB1], .. .etc]

2. Realizamos trasformaciones elementales para asegurar que en la col-ésima columna aparezca un 1 en la
segunda fila (correspondiente a h;) y 0 en el resto (esto hace que en la primera fila quede §+ th;). Para
ello extraemos segunda fila de M, Mj (es decir, a [f(h;)|h;]1) v a la col-ésima columna de la matriz M,

Scol—1
hicoz—l
hlcolfl = [[A], [X]IR]

hi

col—1

y generamos la matriz

= M+ [[-A/X], [(1-X) /X] |-1/X*R]* [A],]

Mi — icol MQ

M2 col

que es la nueva forma candnica extendida.

simplex([Se|He]) := iteraSimplexl(bestRow(1l,He,Se), [Sel|Hel);

iteraSimplex1(infty,M) := infty;

iteraSimplex1([],M) := M;

iteraSimplex1 ([[K,sum(T*fila(I)),Col|V]|R], [SelHe]) :=
iteraSimplex2(Col, [Se,row_matrix(I,He) |delrow_matrix(I,He)]);

iteraSimplex2(Col,M) := iteraSimplex3(col_matrix(Col,M),M);

iteraSimplex3([[A], [X]IR], [M1,M2|MR]) :=
simplex([M1,M2|MR]+[[-A/X], [(1-X)/X]|-1/X*R]*[M2]);

3. El problema de maximizacion estandar

El algoritmo simplex debe ser inicializado con alguna forma canénica extendida, asi que antes de ser invocado
debemos encontrar alguna. El problema general de inicializacién no es sencillo, sin embargo si lo es con el
denominado problema de maximizacion estdndar, consistente en obtener la solucién 6ptima de

max{ci1x1 + -+ cmxm} con & > 0 sujeto a

(xla"' axm)AS (bla"' 7bn)



donde (by, -+ ,by,) es un vector positivo. Este problema equivale a

max{0y; + -+ 0yn + 121 + - + cm&m} con ¥, & > 0 sujeto a

I,
(yla"'ay’ruxla"' ,me) @ :(bl?"' 7b7l)

Una forma canénica trivial de este problema es:

by -+ b |0 0
1 0 W
1
—A
0 1
y su correspondiente forma extendida es
O‘bl bn‘O--- 0
C1 1 0
: —-A .
Cm 0 --- 1
La funcién formaTrivial(A, [by,...,b,]) construye la matriz (1).

formaTrivial(A,B):=
stack_matrix([join_vector (B,null_row(dim_row(A)))],
join_matrix(-1%A,identity_matrix(dim_row(A))));

La funcién estandar (A,B,C) resuelve el problema de maximizacién estandar mg}g ZC sujeto a TA < B.
XTiZ

estandar(A,B,C) :=
simplex(join_matrix([[0] |C],formaTrivial(A,B)));

4. El problema de maximizacién general
El problema general consiste en obtener max ZC sujeto a TA = b con b positivo.
TiZ
Para obtener una forma candnica inicial, aplicamos el simplex al siguiente problema:
(1, -, Zm)A < (b1, ,by) penalizando las variables de holgura

es decir
max{—-1-y1 +---+—-1-y, + 021 +---+0z,,} con 7,& > 0 sujeto a

In
(yla"'ay’ruxla"' ax"L) @ = (b17"' ?bn)

El problema general queda inicializado si y sélo si el maximo alcanzado al penalizar las variables de holgura es
cero.

La funcién penalizacién(A) genera un vector [-1,...,-1,0,...,0] de tantos -1 como columnas de A y
tantos 0 como filas de A.

penalizacion(A):=
join_vector(-1xunos(dim_col(A)) ,null_row(dim_row(A)));

unos(N) := if O<N then [1|unos(N-1)] else [];



La funcién formaExtendida(C, [5, ﬁl b ﬁk]) construye la matriz

5C | s1 - sp
hC | hyy -+ hyp
heC | hiy - hay

formaExtendida(C, [F|IR]) := [[F*C|F]|formaExtendida(C,R)];
formaExtendida(C,[]) := [];

La funcién formaCanonicaPreinicial (A,B) aplica el simplex al problema de ZA < B con penalizacién en las
variables de holgura.

formaCanonicaPreinicial (A,B):=
simplex(formaExtendida(penalizacion(A) ,formaTrivial(A,B)));

A partir de un resultado aceptable [[p(3)151, [p(h1) k1], ..., [p(hs)lhel] (esto es, la penalizacién del vérti-
ce obtenido es cero, es decir, p(§) = 0), construimos una forma candnica inicial del problema general, del
siguiente modo:

1. Eliminamos la columna de penalizacion
2. Por cada variable de holgura:

a) buscamos h; tal que dicha variable sea distinta de 0 (llamaremos pivote a i).

b) Si existe tal i{;-, con transformaciones elementales, hacemos que dicha variable de holgura valga cero
en el resto de los vectores de la base

¢) y eliminamos le y la columna correspondiente a la variable de holgura.

d) Si no existe tal ﬁi, simplemente eliminamos la columna correspondiente a la variable de holgura.

La funcién eliminaHolgura(N,F) elimina N variables de holgura de la forma canénica F.

eliminaHolgura(N,F):=
if N=0 then F else eliminaHolgura(N-1,delcol_matrix(1l,eliminaBase(F)));

eliminaBase([S|H]):= [S|eliminaBasel(pivote(1,H),H)];

eliminaBasel1(0,H) :=H;
eliminaBasel (N,H) :=hazCeros(row_matrix(N,H) ,delrow_matrix(N,H));

pivote(N, [[X|H] IM]) :=if X=0 then pivote(N+1,M) else N;
pivote(N, []) :=0;

hazCeros ([X|V],M) :=M+col_matrix(1,M)*[(-1/X)*[X|V]];

La funcién general (A,B,C) resuelve el problema de maximizacién max ZC sujeto a A = B > 0.

general (A,B,C) :=generall(dim_col(A) ,formaCanonicaPreinicial(A,B),C);
generall(N,F,C) :=
if esAceptable(F) then
simplex (formaExtendida(C,eliminaHolgura(N,delcol_matrix(1,F))))

else [];

esAceptable ([[X[S8]|M]):= X = 0;



